I. megoldas: A vizsgilando Gsszeget tekinthetjiik egy olyan mozgd pont utvonala hosszénak, amely az A pontbol
a BC, majd az AC szar egy-egy pontjanak utbaejtésével egyenes szakaszokon B-be megy at. — Legyen az ABC
haromszognek a BC, ill. AC szarra valo tiikorképe A'BC, ill. AB'C (1. abra).

Igy AM = A’'M és NB = NDB’, ezért az elirt Gtvonal minimuma helyett kereshetjiik a vele egyenls A'M +
MN + NB' 6sszegnek, vagyis az M és N-re vonatkozo eredeti kovetelmények mellett az A’-bsl B’-be haladé ttvonal
hosszénak minimumét. Az utobbi kérdés attekinthetSbb, hidnyzik beldle a széarakon valo kényszerid iranyvaltozéas. Ha
ugyanis C-bél a kétféle dtvonalon haladd egy-egy pont felé sugarat iranyitunk, ez C' koriil forog, és forgési iranya
az eredeti utvonal esetén kétszer, az M és N-ben val6 iranyvaltozaskor ellentétesre fordul, mig a médositott dtvonal
esetén a forgasi irany egyszer sem valtozik.

Az A’ és B’ kozotti legrovidebb ttvonal az A’ B’ szakasz. Ez meg is felel az el6irdsnak, hiszen parhuzamos AB-vel,
ennélfogva az ACB szog szérai kozé es6 M N rész-szakaszara is all; M N || AB. Valoban, az A’ B’'C haromszog egyenld
szart, mert CB' = OB = CA = CA’, tovabb4 szimmetriatengelye, az A'C B’ szog felez6je, azonos az ABC haromszog
szimmetriatengelyével, az ACB szog felezSjével, hiszen az A'CB’ szog a BC A szdghdl gy keletkezett, hogy mindkét
szaran tul ugyanakkora BC' A< = « szoget adtunk hozzé.

A kérdés csak ez: van-e mindig A’B’-nek a BCA szdg széarai kozé es6 M N szakasza, metszi-e mindig az A'B’
szakasz a C B, CA szar-szakaszokat egy-egy bels6 pontjukban? Ennek sziikséges és elegendd feltétele, hogy az A'CB’
szOg kisebb legyen 180°-nél, vagyis hogy az AC B szog kisebb legyen 60°-nal. Ilyenkor az AC = BC szarak nagyobbak
az AB-alapnal.

Megmutatjuk, hogy a tovabbi esetekben, vagyis ha ACB< > 60° és igy A’CB’ > 180°, nincs a kdvetelményeknek
megfelel§ minimalis dtvonal. Ugyanis M-et nem valaszthatjuk a BC szar C végpontjdban, mert kiilonben a rajta
keresztiil AB-vel parhuzamosan huzott egyenes AC-b6l N szaméara is C-t adna. Igy azonban az M N egyenes hataro-
zatlan, nem mondhatjuk réla, hogy parhuzamos AB-vel. — Ha pedig M a BC' szarnak a C-t6l kiilonb6z6 pontja, és
N-et ismét az AB-vel M-en 4t htuzott paArhuzamossal metssziik ki AC-bél, akkor az A’ M N B’ Gtvonal nem minimalis,
mert van nala rovidebb, ilyen pl. a CM szakasz M; pontjaval ugyanigy szerkesztett atvonal (2. abra).

Szimmetria folytan elég ezt az Gtvonalak felére, az A'M +MF, illetve A’ My + M1 Fy dsszegekre megmutatni, ahol F,
Fy az M N, M N, szakasz felez6pontja. Ez nyilvanvalé akkor, ha A'CB< = ACB< > 90°, mert ilyenkor A'M; < A'M
és M1 Fy < MF. Ha 90° > A'CB< > 60°, akkor is elég M-ként a C A’ szakasz C'B-n levs C Ay vetiiletének pontjaival
foglalkozni, amelyekkel A’MC<t > 90°, és igy A’ My > A’ M; kiilonben ugyanis M helyett Ag is rovidebb ttvonalat ad.

Legyen ilyenkor P az A’ M, szakaszon az a pont, amelyre A'P = A’M, tovabba M vetiilete A’ Mi-re Q, és M,
vetiilete M N-re Q. Ekkor az A’ M, ttszakasz tobblete A’ M-hez képest M, P, és M, F; hidnya M F-hez képest MQ1,
igy azt kell megmutatnunk, hogy M1 P < MQ@;. P nyilvan az M;Q szakaszon van, igy M1 P < M;Q. Masrészt
M1Q < M@, mert mindkét szakasz M M;-nek vetiilete, és az M M;Q hajlasszég, mint az A'CM; haromszog kiilss
szobge, nagyobb 60°-nal, az M;MQ, hajlasszog viszont legfeljebb 60°, ugyanis potszoge a BAC szog felének, ami
legalabb 30°, és nagyobb (de hegyes) hajlasszog esetén a vetiilet kisebb. — Ezzel a bizonyitast befejestiik.



Fekete Jend (Mosonmagyarovar, Kossuth L. g. IL. o. t.)

Megjegyzések: 1. Lényegében azonos a kozolt megoldéssal a kovetkezs szerkesztés: tiikrozziik az ABC haromszog
CD magassagat BC-re, és bocsassunk erre A-bol merdlegest; ez metszi ki BC-n M-et.

Katona Gyula (Budapest, Kand6 K. hiradésip. t. IV. o. t.)

2. Felhasznalva, hogy M N || BA, és hogy A’, M, N egy egyenes pontjai, M-et A" és B’ megszerkesztése nélkiil, a
BC szarbol az A koriil AB sugarral irt korrel is kimetszhetjiik. Valoban, A’BM< = ABM< = NMC< = A’ M B<«,
az A’ BM haromszog egyenls szara és igy AM = A’M = A'B = AB. Ha a minimum létezésének AB < AC feltétele
teljesiil, akkor egyszersmind AM < AC, tehat M a BC' szakaszon van.

Parti Enikdé (Budapest, Bagi Ilona lg. III. o. t.)
3. A legtobb dolgozat ACB< > 60° esetére M és N mindegyikét C-be helyezve AC + C B-t adja meg minimumnak.

II. megoldas: ACB< < 60° esetére a minimumhoz a kovetkez6 meggondoléssal is eljuthatunk. Tegyiik fel, hogy
megtalaltuk a minimalis AM N B = U utvonalat ad6 M pontot. Hazzunk AM és BN-nek D metszéspontjan at AB-vel
A”B* parhuzamost (1. abra). D bels6 pontja a haromszognek, ezért A* az AC, B* a BC szakaszon van. Megmutatjuk,
hogy a DM N haromszog, amely bele van irva az A* B*C haromszogbe, és amelynek keriilete képezi az atvonal kozépsd
DM N D szakaszat, talpponti haromszoge az A* B*C egyenls szart haromszognek.

D mindenesetre talppontja a C-b6l htizott magassagnak, mert benne van az ABM N egyenls szart trapéz szimmetria-
tengelyében, amely az ABC és A*B*C egyenld szaru haromszogeknek is tengelye. Ha mar most M és N nem volna
azonos az A*B*C haromszog A*, B*-bol huzott magassdga M™, ill. N* talppontjaval, akkor annak az ismert tételnek
az alapjan, hogy a hegyesszogi haromszogbe beirt haromszégek koziil a talpponti haromszog a legkisebb keriiletfi
az 5 szakaszbol allo ADM™* N* DB utvonal rovidebb volna U-nal, mert kézépsé DM ™ N* D tutszakasza rovidebb U-nak
DM ND kozéps6 szakaszanal, kezds és végszakaszaikban pedig megegyeznek. Es még rovidebb volna az AM*N*B
utvonal, mert az ADM™ haromszogben (amelynek csiucsai M és M™ kiilonbo6zGsége folytan nem esnek egy egyenesbe)
AM* < AD + DM?*, és ugyanigy N*B < N*D + DB. Marpedig az AM*N*B tutvonal is megfelel a feladat kive-
telményeinek, mert M* és N* a CB* CA* szakasznak bels6 pontjai, tehat rajta vannak a BC, AC szaron, tovabba
M*N* || A*B* || AB, mert az A*B*M"* és A*B*N* derékszogl haromszogek egybevagok (az atfogd és két szog)
igy B*M*™ = A*N™*, tehat az N*M*C haromszog is egyenls szara. Ellentmondasra jutottunk: az AM*N™*B utvonal
rovidebb a minimaélis U-nél, helytelen tehat az a feltevés, hogy M™* £ M és N* # N, vagyis DM N valéban talpponti
haromszoge A* B*C-nek.

Mivel pedig az A*B*C haromszog hasonlo helyzetd ABC-vel, és igy ugyanez all MND és Ay B1Cy talpponti
haromszogeikre is, azért ezek alapjan a minimalis tutvonal AM és BN szakaszait ugy szerkesztjiik meg, hogy A, B-
n at parhuzamost hizunk az ABC héaromszog talpponti haromszogének C1A; ill. CqB; oldalaival. Ismeretes, hogy
A1C1 B« = ACB<, eszerint M akkor és csak akkor lesz rajta BC-n, ha M AB< = ACB< < CAB<, vagyis ACB< <
60°.

Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.)

III. megoldas: Legyen AB = 1, CAB< = « és fejezziik ki az y = AM + M N + NB 0Gsszeget az M helyze-
tét meghataroz6 BM A< = ¢ fliggvényeként. (M akkor és csak akkor van a BC szakaszon, ha egyrészt az ABM
haromszogh6l ¢ = 180° — MBA< — BAM< < 180° — MBA< = 180° — «, masrészt az ACM haromszégbdl
p = MAC< + ACB< > ACB< = 180° — 2a. Az ABM haromszogh6l AM = BN = sina/ sin ¢, tovabba ennek
alapjan az AM N héaromszogh6l M N = sin(p — 180° 4 2a)/sinp = —sin(2a + @)/ sin ¢ és
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Y- ina .1n(oz—|—<p): na —sin2acose o
sin ¢ sin ¢
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Ennek a fiiggvénynek ¢ ugyanazon értéke mellett van a minimuma, mint a kdvetkezének:

y+1 1—cosacosp+sinasing 1 —cos(p—a)

= Ssina sin sin ’
ugyanis sina > 0. Itt a nevezd pozitiv, a szamlalé nem negativ, tehéat y; legkisebb értéke 0, amikor cos(p — a) = 1,
© = a, vagyis az ABM haromszog egyenld szaru.

Ezzel az értékkel akkor teljesiilnek a @-re tett korlatozasok, ha egyrészt a < 180° — «, masrészt o > 180° — 2q,
vagyis 60° < o < 90°, amib6l ACB< < 60°.

Szatmdri Gabor (Budapest, Piarista g. IV. o. t.)
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