I. megoldas: Jeloljiik az AA’, BB, CC’, DD’ szakaszok felez6pontjat A”, B”, C” ill. D"-vel, és az adott
paralelogrammaék atloinak, valamint az A” B”C"” D" négyszog A”"C" és B"D" atléinak metszéspontjat rendre O, O/,
O"-vel (1. abra).

———

1. dbra

O ill. O'-ben a feltevés szerint az AC és BD ill. A'C’ és B'D’ 4tlok felezik egymést. Megmutatjuk, hogy O”
ugyancsak felezi az A”C"” és B" D" &tlokat, ebb6l mar kovetkezik, hogy A” B”C” D" paralelogramma.

Ismeretes, hogy barmely M PRT négyszog M P, PR, RT, T M oldalainak N, Q, S, U felez6pontjai paralelogrammat
hataroznak meg. Ismételjiik, hogy M PRT barmely négyszog lehet, konkav és hurkolt is, s6t NQ = SU és QS =UN
akkor is fennall, ha M, P, R, T kozott egybees6 pontok is fordulnak els; két egybeesé pont kozti ,szakasz” felez6pontja
természetesen azonos a két végponttal. Ezt az ACC'A’ és BDD' B’ négyszogekre alkalmazva (amelyek konkévok
is lehetnek, vagy mas, most emlitett tulajdonsaguk is lehet) kapjuk, hogy az OC"O'A” és OD"O’'B" négyszigek
paralelogrammak. Ebbél kovetkezik, hogy OO’ kizds atlojuknak O* felezGpontja masik atloikon, C”' A" ill. D" B"-n is
rajta van, tehat azonos ezeknek O” metszéspontjaval, tovabba, hogy O” felezi C” A” és D" B"-t. Ez éppen az, amit
bizonyitani akartunk.

File Kdroly (Bp. V., Apéczai Csere J. gyak. g. IV. o. t.)

IT. megoldas: Legyen AD’ és CB’ felez6pontja E ill. ', és EF felez6pontja O* (2. abra).



2. dabra

Ekkor egyrészt A"E | A'D’ || B'C' || FC" és D"E || DA || CB || FB”, és az emlitett 44 szakasz irdnyitasa is
1 1 1 1
egyezd, ennélfogva A" ED" < = C" FB"<; masrészt A"E = §A'D’ = §B’C" =FC"é D'E = §DA = §C'B =FB";
tehat az EA”" D" és FC" B" haromszdgek tiikrds parok az O* pontra vonatkozéan, ennélfogva A" D"#C"B", és igy
az A"B"C"D" négyszog paralelogramma. (Ha AD | A'D’, akkor az E, A”, D" ¢s F, C", B” pontharmasok nem
alkotnak haromszoget, egy-egy egyenesbe, esetleg egyetlen egyenesbe esnek, azonban a tiikrosség fennall.)

Ha a tiikrosségbdl csak azt hasznalnok ki, hogy A”D” = C”B”, akkor a fentiekhez hasonloan (ti. AB’ ¢s DC’
felez6pontjainak felhasznaldsaval) kaphatnok, hogy A”B"” = C" D" és e két egyenléségbdl is adodik A” B”C” D" -nek
paralelogramma volta.

Maté Péter (Kaposvar, Tancsics M. g. III. o. t.)

III. megoldas: Forgassuk el az ABB"A” és a DCC"D" négyszoget B” ill. C” koriil 180°-kal és legyen tj
helyzetiik A; B’'B" A} ill. D;C'C"DY (2. &bra, az 4j vonalak vastagon, szaggatva). Ekkor egyrészt A” A’ A1 A} és
D" D' D, DY paralelogrammak, mert A} A;#AA"#A” A" ill. DY D1#DD"#D" D’ (a parhuzamossagon feliil az irdnyi-
tasok is egyeznek, ugyanigy a tovabbiakban is), és ezért A” A} (= 2A" B")# A’ A1 ill. D" DY (= 2D"C")#D’ D1; méasrészt
az A'B'A, és D'C’ D1 haromszogekben B’ A'#C'D’ és B' A1 #AB#DCHC’ Dy, igy az utébbi haromszog az elbbibsl
B'C’ nagysagu és iranyt eltolassal is 1étrejon, tehat harmadik oldalaikra A’A; = D’ D;. E két eredmény egybevetésébol

1 1
A'B" || A'Ay || D'Dy || D'C" és A'B" = SA'Ay = SD'Dy = D"C", azan A"B"C"D'"-nek két szemkiti oldala
parhuzamos és egyenld, a négyszog paralelogramma.
Tatai Péter (Bp. XIV., L. Istvan g. III. o. t.)

IV. megoldas: Abrankra koordinatarendszert helyezve legyenek az adott paralelogrammak csticsainak koordinatai:

(1) A(Ilayl)vB(IQay2)7C(I37y3)7D(I47y4); A/(xllvyi)vB/(Iéayé)vc/(xéayé)aD/(xilvyé/l)'
igy a vizsgalando felezépontok koordinatai:
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Parhuzamos és egyenld szakaszoknak barmely egyenesre valo vetiiletei egyenl6k (azonos irdnyt vetités esetén),
tehat az ABC' D paralelogramma szemkozti oldalpéarjait mindkét tengelyre vetitve:
Tl — X2 = Tq — T3, Yr — Y2 = Ya — Y3,

T1 — T4 = T2 — I3, Y1 — Y4 = Y2 — Ys.
E négy egyenlGség csupan atrendezett alakja a kovetkezs kettének:

3) $1+$3_$2+$4:O b Y1tys Y2tuya
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amelyek egyiitt az atlok felez6pontjainak egybeesését fejezik ki, eszerint (3) teljesiilése nemcsak sziikséges, de elegendd
feltétele is annak, hogy az (1) pontnégyes paralelogrammat alkosson. (Mésrészt (3)-ban a koordinatageometria ,nyel-
vén” az a tény is megmutatkozik, hogy egy paralelogramma harom csticsat és sorrendjiiket ismerve, a negyedik cstcs
meg van hatarozva; eszerint pl. x4, y4 felvétele lényegében felesleges volt, igy viszont Osszefiiggéseink szimmetrikusak.)
Hasonléan A’ B'C’'D’-re:
) Mty ot mtus vt
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és bizonyitasunk céljara elég megmutatni, hogy ugyanilyen Gsszefiiggés all fenn a (2) koordinatak k6z6tt. Valoban, (3)
és (4) Osszegeének felezésével rendezés utan
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és evvel bizonyitasunkat befejeztiik.
Szatmdri Gabor (Bp. VIIL, Piarista g. III. o. t.)



