I. megoldas: Elég egyetlen szemkozti élpar négyzetosszegérdl megmutatni, hogy kifejezhets a tetraédernek va-
lamely az ortocentrikussaghol kovetkezd allanddjaval. Lattuk az idézett cikk 35. oldalan, hogy két szemkdézti élpar
felez6pontjai barmely tetraéderben paralelogrammat hataroznak meg, és hogy ez ortocentrikus tetraéderben — a szem-
kozti élparok merdlegessége folytan — téglalappa (egyenls atlojuva) specializalodik (1. abra).

1. dbra

Es mivel az F|FyF3F, téglalap oldalai a lapharomszogekben egyszersmind kozépvonalak is, azért BC és AD
négyzetosszege
BC? + AD? = AF\F§ + AF3Fy = AF\ Fy = AF3F},

vagyis azt kaptuk hogy ez a négyzetsszeg egyenls a masik két éltengely négyzetének 4-szeresével. Amde ortocentrikus
tetraédernek mind a harom éltengelye egyenl az ilyenben létezd ,masodik Feuerbach-gémb” atmérgjével, eszerint a
feladat allitasat élesebben a kovetkezs alakban bizonyitottuk be: ortocentrikus tetraéderben a szemkozti élek négyzet-
Osszege egyenls a mésodik Feuerbach-gomb atmér6je négyzetének 4-szeresével.

Gyene Andrds (Bp. V., E6tvos J. g. IIL. o. t.)

Megjegyzés: Igaz a feladat allitasanak megforditésa is: ha a szemkdzti élek négyzetosszege mindhdrom élpdrra ugyan-
akkora, akkor a tetraéder ortocentrikus. Feltevésiink igy irhato:

(1) BC? + AD? = CD? + AB® = DB* + AC? = k.

Irjuk fel az F) F> F3 F paralelogrammara azt az ismert tényt, hogy négy oldalanak négyzetdsszege egyenls két atlojanak
négyzetosszegével és szorozzuk ezt az egyenlGséget 2-vel:

AF F§ + AF3Fy = 2F, Fy + 2F3F}.
Innen 2F F3 = BC és 2F3F; = AD figyelembevételével

(2) BC? + AD? = 2F\F3 + 2F3F} =k,
és hasonloéan

(3) CD? + AB? = 2F3F} + 2F5F¢ = k,
(4) DB? + AC? = 2FsF2 + 2F\F} = k.

Es most (2), (3) és (4) paronkénti egybevetésével azt kapjuk, hogy a harom éltengely négyzete egyenls, ezért —
szakaszokrol 1lévén sz6 maguk az éltengelyek is egyenlSk, ebbdl pedig kovetkezik, hogy a tetraéder ortocentrikus.

II. megoldas: Jeloljiik A’ ill. B'-vel az A ill. B-bél kiindulé magassagvonalnak a BCD ill. ACD lapon val6
talppontjat (2. abra).
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AA’ és BB’ feltevésnél fogva egy sikban vannak és ez meréleges az emlitett lapok kozos C'D egyenesére. E-vel e
siknak CD-vel valo metszéspontjat jelolve a sik BE és AF egyenesei is merdlegesek C D-re, ennélfogva Pythagoras
tételével

BC? = BE? + EC?, BD? = BE? + ED?,
AD? = AE? + ED?, AC? = AE? + EC?,

és innen Osszeadassal
BC? + AD? = BD*+ AC*? (= BE? + AE* + EC? + ED?).
Hasonl6an kapjuk (pl. a BB’ és CC" magassagokbol kiindulva), hogy
BD? + AC? = CD® + AB?
és evvel bizonyitasunkat befejeztiik.
Haldsz Gabor (Bp. II., Rakoczi F. g. IIL. o. t.)

ITI. megoldas: Két szemkozti élpar négyzetosszegének egyenlségét alkalmas tiikrozéssel is bebizonyithatjuk.
Kossiik ossze C-nek a BD él felez6pontjara valo C’ tiikorképét A, B, D-vel (3. abra).

3. dbra

A kapott BCDC' négyszdg paralelogramma, és igy C'D || BC és C'B || DC. Mésrészt feltevésiink folytan BC' L
AD és DC 1 AB ezért C'D 1 AD és C'B 1 AB, vagyis az ADC’ és ABC’ haromszogek derékszogiiek, kozos
atfogojuk AC’. Ennek négyzetét mindkét haromszogbél kifejezve:

AC” =(C'D* + AD?> = C'B* + AB?,
és innen, BCDC' szemkozti oldalainak egyenlGségét felhasznalva,
BC? + AD? = DC? + AB?,

amit bizonyitani akartunk.
Gyory Kdlmdn (Ozd, Jozsef A. g. IV. o. t.)



