I. megoldas: a) Alkalmazzuk a

a+p a—pf

sina + sin 8 = 2sin cos 5

Osszefiiggést az a =3z és S ==z

szogekre:
sin 3x + sinx = 2sin 2z cos x,

s igy az a) egyenlet a kovetkezs alakra hozhato:

sinx + sin 2z + sin 3z = 2 sin 2x cos © + sin 22 = sin 2x(2cosx + 1) = 0.

Ebbél vagy sin 2z = 0,
2z = +k - 180° (k=0,1,2 3, ...,
azaz x = +k-90°,
vagy 2cosx+1=0,
cosT = —1,
s ekkor x =120° +n - 360°,
illetve x = 240° £ n - 360°. n=1, 2, ...)

Ezzel megtalaltuk az egyenlet Osszes gyokeit.
A b) esetben alkalmazzuk a

«@
cosa + cos 8 = 2 cos

COS

Osszefiiggest a 3x és = szogekre. Igy az egyenlet a kovetkez6 alakot lti:
cos x + cos 2x + cos 3z = cos 2z + 2 cos 2z cosx = cos2z(1 4+ 2cosx) = 0.

Ez gy allhat fenn, ha vagy az els6, vagy a masodik tényezs 0. ElsG esetben
2z = 90° +n - 180°,

azaz x = 45° +n-90° (n=0,1, 2, ...),
mésodik esetben r =120°+n-360°
vagy o =240°+n-360°  (n=0,1,2, ...).

Madthé Csaba (Gyor, Révai g. II. o. t.)

II. megoldas: Arra kell torekedniink, hogy az egyenletben csak egyetlen szog szogfiiggvénye szerepeljen. Ismeretes,
hogy
sin 2z = 2sinx cos x.

sin 3z értékét x szogfiiggvényével kiszamithatjuk:

sin 3z = sin(2z + ) = sin 2z cos x + sin x cos 2x = 2sinz cos® v+

2

+sinx (cos x — sin? x) =sinx (3 cos® x — sin? :E) =sinz (4 cos® x — 1) .

Ezeket az értékeket az a) egyenletbe helyettesitve:

sinx +sin2x +sin3x = sinx (1 +2cosx +4cos®x — 1) =
= 2sinzcosz(l + 2cosz) = sin2z(1 4+ 2cosz) = 0.

Lathato, hogy ugyanarra az egyenletre jutottunk, mint az I. megoldasban, ugyanazokat a gyockoket kapjuk, mint
ott.
b) A
cos2x =1—2 sin’z
és a
cos 3z = cos(2z + ) = (1 —2 sin® ) cosz — 2sin® z cosx

értékek behelyettesitésével egyenletiink a kovetkezéképpen alakul:

cosz + cos®  + cos 3z = (1 — 2sin’z) (1 + cosx) + cosz (1 — 2sin’z) =

= (1-2sin’z) (1 +2cosz) = cos2z(1 + 2cosz) = 0.



Az egyenlet egyezik az I. megoldasban kapott egyenlettel, ebbsl a gyokoket ugyantugy szamithatjuk ki, mint ott.
Hagna Janos (Pécs, Széchenyi g. IL. o. t.)

II1. megoldas: Az OA sugartu korben az OA szarbol kiindulva mérjiink fel egymés utan négyszer x koézépponti
szoget, igy kapjuk a koron az A, B, C, D, E pontokat (1. az abrat).

Vélasszuk egységnek az AB = BC' = CD = DFE hitirok hosszat. Ez megtehet6, ha z # n -360°(n =0, 1, 2, ...),
ezeket az x értékeket egyenlére zarjuk ki.

Az AB és BC egyenesek egymassal bezart egyik szoge x lesz (mert ha példaul az OAB és OBC egyenls szaru
haromszogek szogfelezsit az O csticsbol meghizzuk, ezek szoge x lesz; a szogfelezSk szogére merdleges szari, emlitett
szOg szintén ugyanennyi). Ugyanigy a C pontban 2z, a D pontban pedig 3z nagysagu szog keletkezik.

Mivel a hurok egységnyi hosszisaguak, azért a sin z, sin 2x és sin 3z értékek az AB-re allitott E'F merdSlegesen koz-
vetleniil leolvashatoak, mégpedig konnyen ellendrizhets, hogy (x értékétsl fiiggden) mindjart elGjelesen: ha valamelyik
sinus negativ, értékét F-t6l lefelé kell mérniink.

Igy az EF szakasz hossza sinz + sin2z + sin3z. Ha tehat az a) egyenletet meg akarjuk oldani, azt kell csak
vizsgalnunk, milyen x értékre lesz E'F' hossza nulla. Ez akkor kovetkezik be, ha £ = A vagy F = B.

Els6 esetben 4z = £n - 360°,

azaz 1 = +n-90°,
méasodik esetben 3x2 = 360° £ n - 360°,
vagyis rg = 120° +n - 120°.

A feladat elején kizartuk az x = +n - 360° szoget. Mivel azonban az a) egyenletnek ez nyilvanvaléan megoldasa, a
kapott két gyokcsoportban nem kell kizarnunk a 360° t6bbszoroseit szolgaltato n-eket, vagyis x1-nél is, xo-nél is

n=0,1,23, ...

— Ugyanigy belathato, hogy az AB meghosszabbitasan a cos z, cos 2z, cos 3z értékeket kapjuk meg egymasutan mérve
elGjeliik szerint, s igy
BF = cosx + cos 2x + cos 3z.

A b) egyenlet olyan z-ekre teljesiil, melyeknél B = F. Ez akkor kovetkezik be, ha E a B ponttal esik Ossze, vagy
ha a B-ben allitott merélegesnek a korrel valdé masik metszéspontjaban van.

Els6 esetben 3z1 = +n - 360°,
tehat x1 = +n-120°,
masodik esetben 49 = 180° £ n - 360°,

T9 = 45° £ n - 90°.

Mivel = £n. 360° most nem megoldasa a feladatnak, ki kell zdrnunk az ilyen értékeket szolgaltatoé n-eket. Csak
az els6 esetben kaphatnank 360° t6bbszorosét, igy x1-nél n a 3-mal nem oszthatd, nem negativ egészeken fut végig,
o esetében azonban tetszGleges nem negativ egész lehet.

— Osszehasonlitassal meggyszddhetiink réla, hogy ugyanazokat a gyokoket kaptuk meg (révidebb formaba foglalva),
mint az el6z6 megoldasoknal.

Sdrkozy Andrds (Gyongyos, Vak Bottyan g. IV. o. t.)



Megjegyzés: A T11. megoldasban kovetett gondolatmenet alapjan megoldhatjuk a

sinx +sin2x 4+ ...+ sinkx =0,

cosT +cos2x +...+coskr =0

egyenleteket is, ahol k tetszdleges pozitiv egész.



