I. megoldas: Vegylink fel a térben egy N pontot, melynek a téglalap sikjara valé vetiilete M. Tekintsiik az N
pont, valamint az ABCD téglalap altal meghatarozott gulat (1. abra).

1. dbra

Az A'B’, ill. B'C’ egyeneseken 4t allitsunk az alapsikra merélegesen egy-egy sikot. Ezeknek a oldallapokkal valo
metszésvonalai az E'F'| ill. FG egyenesek lesznek, melyeknek az alapsikkal valé doféspontjai, P és (Q meghatarozzak az
E, F és G pontokon atfektetett siknak az alapsikkal valé metszésvonalat. E metszésvonalnak, valamint a DC és AD
egyeneseknek a metszéspontjai R és S. Marmost az RG egyenes benne van egyrészt a DCN oldallapnak a sikjaban,
maésrészt az EFG sikban. Az el6bbi miatt RG metszi DN oldalélt egy H pontban, melynek vetiilete DN vetiiletén, a
DM szakaszon van; az utobbi pedig azt eredményezi, hogy az E'S egyenes, mely benne van az ADN és EFG sikokban,
szintén H-ban metszi a DN élt. (DN ugyanis az AND és CND sikok metszésvonala, ennek FFG sikkal csak egy
kozds pontja lehet.) Kovetkezésképpen SE mer6leges vetiilete, SA’ atmegy H-nak D’ vetiiletén, vagyis C'R és A’'S
valéban az M D szakaszon metszik egymast a D’ pontban.

A szogszéarak kozotti parhuzamos szakaszokra vonatkozo aranyossagi tétel alapjan:
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Hasonléképpen:

1 MB 1 MC 1 MD
NF NB-MB"” NG NC-NC" NH ND-ND"
Az 1957. évi Orsz. Mat. Tan. Verseny dont&jének 3. feladataban bizonyitottuk, hogy (Kéz. Mat. Lapok XV. 1957.
1. sz., 10. 0.):

(1) 1 L 1 n 1
NE NG NF NH
Mivel
MA=MB=MC=MD
és
NA=NB=NC=ND,
a tortek kiszamitott értékeit (1)-be beirva s az azonos szamlalokkal s a nevezsk azonos tényezsivel egyszerisitve kapjuk,

hogy
1 N 11 N 1
MA " MC' MB & MD'
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IL. megoldas: A betiizést a 2. Abra mutatja.



2. dabra

Az M-b6l AB-vel, ill. BC-vel parhuzamosan hizott egyenes messe PB’-t X-ben, ill. QB’-t Y-ban. A BB'P és
MB'X, tovabba a BB'Q és M B'Y haromszdgek megfelels szogei egyenldk, tehéat ezek a haromszdg parok hasonloak.
Az oldalak ardnyénak egyenlésége azt adja, hogy a BB’ : MB', a PB' : XB’, és QB’ : Y B’ aranyok megegyeznek,
az X MY haromszog tehat egy B’ kdzéppontt hasonlé transzformacioval atvihets a PBQ haromszogbe, ahhoz tehét
hasonlé. Ekkor egyszersmind hasonlo a PAS, az RCQ és az RDS haromszogekhez is és hasonld helyzett is veliik,
tehat ezekbe is atvihetd egy-egy alkalmas hasonlésagi transzformacioval. A PAS haromszogbe atvivs transzformécio
kozéppontja az AM és PX egyenesek metszéspontja, A'; ezen a ponton tehat atmegy SY is. Hasonléan adodik,
hogy MC és QY metszéspontjan, C-n, atmegy RX is. Végil az X MY haromszoget RDS-be atvivé hasonlosagi
transzforméacié kdzéppontja az M D és RX egyenesek D' metszéspontja, ezén tehat atmegy SY is. Mivel RX, ill. SY
atmegy C’-n, ill. A'-n is, igy D’, ami M D-n van rajt, az A'S és C'R egyenesek metszéspontja. Ezzel a feladat elss
allitasat igazoltuk.

Az AA'P és M A’ X haromszogek hasonlosagabol

AM AN+ AM  AA PA

- 1=—" 41
A'M A'M A MX
Hasonléan
BM_PB+ CM_RC+1 DM_RD+1
B'M MX ’ M MX 7 DM~ MX ‘
Igy
AM+OM7PA+RO+2 BM+DM7PB+RD+2
AM ' CM — MX ’ B'M ' DM  MX '

A jobboldali tortek szamlaloi egyenlék, mert a PACR, illet6leg PBDR trapézok parhuzamos oldalainak az 6sszege
all a szamlalokban. Ezek a kozépvonal kétszeresével egyenlSk. A kozépvonal pedig az AC, ill. BP szarak kozos M
felez6pontjatol a kozos PR széarig terjed s igy a két trapézban kozos. Igy a baloldali tértek dsszege egyenld, ebbél pedig
AM = BM = CM = DM folytan kovetkezik a feladat mésodik allitasa is.

III. megoldas: Legyen D’ az RC’ és M D metszéspontja. Ha bebizonyitjuk, hogy (AMA)(MDD')(DAS) =
AA" MD' DS . o . oz - J— /
(@1 (-3 Sé)? "SA osztoviszony-szorzat értéke (—1), akkor a Menelaos-tétel megforditasa alapjan D’ rajta van az SA

Irjuk fel részletesen a Menelaos-tételt az AM B haromszogre és A'B’ szelre, M BC haromszogre és C'B’ szelére,
a CM D haromszogre és C' D’ egyenesre:

AA" MB' BP
A'M B'B PA
BB MC' CQ
B'M C'C QB
CcC’ MD' DR
C'M D'D RC

Az 1. abran lathaté hasonl6 haromszogekbdl

BP _CR (_ HC
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és

cq _bs
QB SA
o BP o CQ )
Az elsébél A értekét irjuk be (1)-be, a méasodikbol OB értekét (2)-be. Ha ezutéan az (1), (2), (3) egyenlGségeket

Osszeszorozzuk, a jobboldalak szorzataban az egyszertisitéseket rendre elvégezve épp a kivant osztoviszony szorzatot
kapjuk, a baloldal szorzata pedig —1.
Ezzel a feladat els6 allitasat igazoltuk. A tovabbiak bizonyitasa egyezik az I. megoldassal.
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IV. megoldas: Ismét a feladat elsé részét bizonyitjuk.

Legyen C'R és A'S metszéspontja D’.

Az ABCOD és az A'B'C’' D’ négyszdgek megfelels oldalainak metszéspontjai — a feladat szerint — egy egyenesen, az
SQRP egyenesen vannak.

Igy a két négyszog kozott centralis kollineacio all fenn (1. pl. a Kupszeletek c. szakkori fiizet 64. 0.), a megfelels
csticsokat 6sszekdtd egyenesek tehdt egy ponton mennek at. Tehat DD’ atmegy az AA', BB’ és CC’ egyenesek M
metszéspontjan, D’ rajta van az M D egyenesen.

A masodik rész egyezik az [. megoldéssal.

Pédér Balint (Bp. II., Rakoczi g. IV. o. t.)



