I. megoldas: A feladatot koordinata-geometria segitségével oldjuk meg. Legyen az adott r sugara kor O kozép-
pontja a koordinatarendszer kezdGpontja, az adott egyenes pedig az X tengely. Az adott P pont koordinétai legyenek

(u, v), a kordn levé Q ponté (1, y1), akkor @ pont vetiiletének, Q'-nek koordinatéi (z1,0). Mivel @ rajta van a koron,
kielégiti az egyenletét:

(1) o+t =17,
s mivel PQ’ = QQ’, igy
(2) (u—x1)? + 0 = yi.

(1)-bél yi-et kifejezve és (2)-be helyettesitve rendezziik, majd oldjuk meg az z;-re kapott méasodfoku egyenletet:

u? — 2uxy + 2?2 + 02 =% — 22

2x§—2u3:1—|—u2—|—02—r2:0,
_ 2ut /4u? — 8(u? + 0% —r?) 1

1 :g:l:§ 2r2 — 202 + u2.

Z1

Az zq tavolsag (és segitségével @ pont) ebbdl mar megszerkeszthetd a Pythagoras-tétel segitségével.
A feladat megoldhato, ha az x1-re kapott kifejezésben a gyok alatti kifejezés nem negativ:

292 — 992 — 42 >0,

vagyis — 2r°-tel osztva

Ebbdl kiolvashato, hogy azok az (u, v) koordinataju pontok, melyeknél a szerkesztés elvégezhets, egy olyan kozép-
ponti helyzetd, koordinata tengelyekkel egybeesG tengelyt ellipszis keriiletén és belsejében helyezkednek el, melynek
fél nagytengelye 2, fél kistengelye pedig r.

A megoldasok szama x1-re 2, 1 vagy 0, aszerint, hogy az x1-re kapott méasodfokd egyenlet diszkriminansa pozitiv,
nulla vagy negativ, tehat aszerint, hogy P az ellipszis belsejében, keriiletén vagy kiviile helyezkedik el. Egy x;-hez két
y1 érték tartozik, tehat a P ponthoz szerkeszthet ) pontok szama 4, 2 vagy 0 (egy-egy tiikros az X tengelyre).
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II. megoldas: Tekintsiik a feladatot megoldottnak (1. az abrat).

Az SQR derékszogl haromszégben a QQ’ magassag mértani kdzepe az atfogon létesitett szeleteknek:
(QQ')* = RQ'-Q'S.

Mivel a feladat szerint PQ" = QQ’, ezért
(1) (PQ")? = RQ"-Q'S.

Rajzoljunk PRSa koré kort. (Ez mindig megtehets, ha P, R, S haromszoget hataroznak meg; ha viszont P az RS
Atmérdn van rajt, a Q pont szerkesztése egyszeri, hiszen akkor P, Q', Q 45°-0s, egyenl szart derékszog haromszoget
hataroznak meg.) A PQ’ egyenes messe ezt a kort a Q" pontban. A htrok szeleteire vonatkozo tétel szerint:

RQ/ . QIS — PQI . Q/QI/'

Ezt (1)-gyel 6sszehasonlitva lathato, hogy

QIQ” _ PQI



Ennek alapjan a szerkesztés a kovetkezs. ElSszor a PRS héromszog koré irt koron a Q”-t szerkesztjiik meg pl.
uagy, hogy a PS szakasz meghosszabbitasara S-bél folmérjiik a PS tavolsagot, a kapott pontbol az RS oldallal hizott
parhuzamos kimetszi a Q" pontot. Ezt P-vel dsszekdtve az RS dtmérén megszerkesztettiik a Q' pontot. Az abban
emelt merdleges metszi ki a korbgl a @ gyanant megfelel6 pontokat.

A szerkesztés helyességét az el6bbi gondolatmenet megforditasaval igazolhatjuk.

Egy P ponthoz négy megoldast kapunk, ha az RS-sel parhuzamos egyenes két pontban metszi a kort, kettst, ha
érinti (hiszen egy megoldasként kapott @ ponttal egyiitt az RS atmérsre valo tiikorképe is megoldésa a feladatnak).
Nincs megoldés, ha nem metszi.

Vizsgéljuk meg, milyen P pontokra van megoldasa a feladatnak. Megoldast akkor kapunk, ha az RS-sel huzott
parhuzamos legaldbb érinti a kort. Mivel az RS-sel parhuzamos érinté E érintési pontja az RPS< szogfelezGjének
a korrel valé metszéspontja, igy a parhuzamos olyan P pont esetén érint, amelyre PT = TFE. Ennélfogva a feladat
megoldhatd, ha PT < TE. Viszont egy har szeleteinek szorzatara ismert tétel szerint PT - TE = RT - TS, igy a
megoldhatosag feltétele:

PT? < RT-TS.

A 698. feladatban (KML XII., 3. sz. 78-81. 0.) bebizonyitottuk a haromszog szogfelezjére vonatkozo kovetkezs
egyenlGséget: a haromszog egy csicsabol huzott szogfelezGjének négyzete egyenls a csticsban talalkozé oldalak szor-
zatanak és a szemkozti oldalon létesitett szeletek szorzatanak kiilonbségével. Igy a megoldhatésagra kapott feltétel a

kovetkezé lesz:
PT? = PR-PS—RT-TS<RT-TS,
atrendezve:
PR PS
— . — < 2.
RT TS —
Mivel PT szogfelezs, azért
PR PS PR+ PS

RT TS RS
A kapott feltétel igy irhato:
2
PR+ PS <2,
RS -

vagyis
PR+ PS < RS-V2.

Eszerint olyan P pontok esetén van megoldasa a feladatnak, melyek tavolsdgainak Osszege R-t6l és S-t6l nem

RS RS2 RS? RS
nagyobb az RS - v/2 allando értéknél. A feltételnek az R és S fokusza, 7\/5 fel nagytengelyt, |/ —— — —— = —~

4
fél kistengelyt ellipszis keriileti és belsé pontjai tesznek eleget. Ugyanarra az eredményre jutottunk tehat, mint az L.
megoldasban.

Németh Jozsef (Esztergom, Ferences g. III. o. t.)



