Egy x valés szam az egész részét kiilonvélasztva igy irhato:

x = [z] +k, ahol 0<k<l1. Igy
22 = ([2])? + 2k[z] + k2.
Ennek az egész része akkor lesz nagyobb az els6 tagnal (ami egész szam), ha a maésik két tag 6sszege még legalabb 1-et

ad:
2k[x] + k% > 1, vagyis k* 4 2k[z] —1 > 0.

A baloldali kifejezés mint k fliggvénye egy negativ és egy pozitiv értékre tiinik el, koztiik negativ, rajtuk kiviil pozitiv.
Mivel k nem lehet negativ és a
E* 4 2k[z] —1=0

egyenlet pozitiv gyoke

—2[z] + \/4(jz])? + 4
. [z] \/2([]) =\/[w]27+—[:v],

igy a feladatban szerepls egyenlGtlenség teljesiilésének egy sziikséges és elégséges feltétele, mivel k egy 1-nél kisebb
szam kell, hogy legyen,

(1) Vg +1—[z] <k <1

Célszertibb azonban k helyett, ami maga is egy z-b6l kiszdmitanddé mennyiség kozvetleniil z-re adni meg feltételt.
(1)-hez z-et adva, k jelentése szerint

(2) VigP+1<az<[z]+1

alakot nyer. (A mésodik egyenl6tlenség minden x-re teljesiil.) Itt [x] sziikséges tulajdonséagait — kivéve [x] egész voltat
— a (2) egyenlGtlenség kifejezi, tehat elég azt kovetelniink, hogy legyen olyan n egész szam, amelyre

(3) vVn2+l<z<n+1

teljesiil. Ez mar egy hasznalhato sziikséges és elégséges feltétel arra, hogy
2
(4) [2%] > ([2])

teljestiljon. Eszerint a V2 <z < 2, VE <z < 3, V10 < z < 4, ... feltételeket kielégits szamokra teljesil (4), a
kimaradokra pedig nem.
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Megjegyzés: Egy dolog sziikséges és elégséges feltétele nincs egyértelmtien meghatarozva. Igy a (4) egyenl6tlenségnek
sziikséges és elégséges feltétele (1) is, (2) is, (3) is, s6t a legegyszeriibb maga a (4) egyenlStlenség fennallasa (valoban
igaz, hogy (4) akkor és csak akkor teljesiil, ha ez az egyenl6tlenség fennall). A probléma tehat az, hogy egy valamilyen
szempontbol jol haszndlhato feltételt keressiink, amint azt a fenti esetben is tettiik.



