
I. megoldás: A γ = 180◦ − α− β szöget is adottnak tekintjük.

a) A háromszög 
sú
saihoz mutató körsugarak a kerületi és középponti szögek összefüggése szerint 2α, 2β, 2γ
szöget zárnak be. Meghúzva a keletkezett egyenl® szárú háromszögek szimmetriatengelyét, a kapott derékszög¶ há-

romszögekb®l leolvashatjuk, hogy

a

2
= r sinα,

b

2
= r sinβ,

c

2
= r sin γ.

E három egyenl®ség összeadásával

s =
a

2
+

b

2
+

c

2
= r(sinα+ sinβ + sin γ),

ahonnan

r =
s

sinα+ sinβ + sin γ
.

b) A beírt ̺ sugarú kör érintési pontjainak távolságát az A, B, C 
sú
spontoktól (a megfelel® oldalakon mérve)

rendre x, y, z-vel jelölve, mivel a kör középpontja a szögfelez®k metszéspontja

x = ̺ 
tg

α

2
, y = ̺ 
tg

β

2
, z = ̺ 
tg

γ

2
.

E három egyenl®ség összeadásából (mivel 2x+ 2y + 2z = 2s)

x+ y + z = s = ̺

(

ctg
α

2
+ ctg +

β

2
+ ctg

γ

2

)

,

ahonnan

̺ =
s

ctg
α

2
+ ctg

β

2
+ ctg

γ

2

.

Náray Miklós (Bp., VIII., Szé
henyi g. II. o. t.)

II.megoldás: a) Ismeretes, hogy

cos
a

2
=

√

s(s− a)

bc
, cos

β

2
=

√

s(s− b)

ac
, cos

γ

2
=

√

s(s− c)

ab
,

tehát � a háromszög területét t-vel jelölve

cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
=

√

s3(s− a)(s− b)(s− c)

a2b2c2
=

st

abc
.

Másrészt sin γ =
c

2r
(lásd az I. megoldást) felhasználásával

t =
ab sin γ

2
=

abc

4r

és így

cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
=

s

abc
·

abc

4r
=

s

4r
,

ahonnan

r =
s

4 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2

.

b) Ugyan
sak összeszorozva az ismert

tg

α

2
=

√

(s− b)(s− c)

s(s− a)
, tg

β

2
=

√

(s− a)(s− c)

s(s− b)
, tg

γ

2
=

√

(s− a)(s− b)

(s− c)

összefüggéseket, nyerjük � egyszer¶sités után �, hogy

tg

α

2
tg

β

2
tg

γ

2
=

√

(s− a)(s− b)(s− e)

s3
.

A gyökjel alatt s-sel b®vítve

tg

α

2
tg

β

2
tg

γ

2
=

t

s2
=

s̺

s2
=

̺

s
,

1



ahonnan

̺ = s tg
α

2
tg

β

2
tg

γ

2
.

Bartók Károly (Székesfehérvár, József A. g. IV. o.t.)

Megjegyzések: 1. Berkes Jen®: �A talpponti háromszögr®l� 
. 
ikkében (K. M. L. XII. kötet 3. sz., 1956. már
.) a

(XII.) formula szerint (70. old.)

sinα+ sinβ + sin γ =
K

2r
=

s

r
,

az (V. 2.) képlet szerint (68. old.)

cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
=

s

4r
,

és az (V. 3) képlet (69. old.) szerint

tg

α

2
tg

β

2
tg

γ

2
=

̺

s
.

Ezek az eredmények egyeznek az I. megoldás a), illet®leg a II. megoldás két eredményével.

Wollner Róbert (Szeged, Radnóti g. IV. o. t.)

2. Az I. és II. megoldás a) eredményeinek összevetéséb®l következik a következ® ismert trigonometriai összefüggés:

sinα+ sinβ + sin γ = 4 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
. (α+ β + γ = 180◦)

A b) eredmények összehasonlítása pedig az

1


tg

α

2
+ 
tg

β

2
+ 
tg

γ

2

= tg

α

2
tg

β

2
tg

γ

2

összefüggéshez vezet, amelyb®l leolvasható, hogy


tg

α

2
+ 
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β

2
+ 
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γ

2
= 
tg

α

2

tg

β

2

tg

γ

2
. (α+ β + γ = 180◦)

Ha ezt az összefüggést tg

α

2
tg

β

2
tg

γ

2
-val szorozzuk, nyerjük, hogy

tg

β

2
tg

γ

2
+ tg

α

2
tg

γ

2
tg

α

2
tg

β

2
= 1. (α+ β + γ = 180◦)
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