I. megoldas: A bettizést az 1. 4bra mutatja.

Induljunk ki a
(1) 2-MN=b-c

egyenletbsl. Ezt ugy kell atalakitanunk, hogy kiszamithassuk belSle a-t, ami csak gy sikeriilhet, ha az atalakitott
egyenletb6l a kivételével a haromszog minden mas alkotorésze kikiiszobol6dik és a-ra egy tiszta goniometriai egyenlet
marad. Célszer( lesz tehat arra torekedni, hogy az egyenlet mindkét oldalan egyetlen (mégpedig ugyanazon) hosszusag
szerepeljen, ezenkiviil pedig csak a haromszog szogei (ill. a szogek fliggvényei).

A baloldal atalakitasa: Az AMN derékszogi haromszégb6l M N = AM sin ¢, ahol

o
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p=g 000 = 2 - 2 T2
Az AM (4 derékszogi haromszoghdl
AC,
AM =
sin B’
az ACC1 derékszogl haromszogbdl
AC7 = bcosa.

Ezeknek az értékeknek visszahelyettesitése utan (1) baloldala igy alakul at

bcosa . B=7
n——.

2-MN = -2
sin 3 St 2
: o P . : . ) . bsinvy .
A jobboldalt is atalakitjuk ugy, hogy csak a szdgek és b szerepeljen benne. A sinus-tétel szerint ¢ = — 5 tehat
sin
bsiny sin 8 — sin~y
b—c=b— — = . .

sin 3 sin 3

Felirva az atalakitott (1) egyenletet és egyszertisitve — B—val (b#£0, sin 8 # 0)
sin
cos« - 2sinﬂg7 =sinf — sin~y.

A baloldalt szorozzuk cos 7—ve1, a jobboldalt pedig a vele egyenl6 sin %—Vel

B+vy . B—n
2 Sin

cos « (2 oS ) = (sin 8 — sin~y) sin %.
Mint ismeretes, a baloldali zardjelbe foglalt szorzat azonosan egyenls (sin 8 — sin+y)-val. Ha az értéke 0, akkor
B =y, tehat a haromszog egyenls szara, melyre (1) fennall, de trividlis. Ha sin 8 — siny # 0, akkor (sin 8 — sin~y)-val
egyszerisitve a
e
cosa = sin o



egyenletre jutunk. cos o helyébe 1 — 2sin® %—t irva és rendezve
Q@ Q@

2sin? — +sin— — 1 =0,
sin 5 + sin 5

amibdl
.a —1++4/1+8
sin— = ———.
2 4
1
A feladat szerint csak a pozitiv gyoknek van értelme, tehét sin% =5 ahonnan (% < 90° miatt) csak a = 60°
felel meg a feladat kovetelményeinek.

Biczo Géza (Bp. II. Rakoczi g. IV. o. t.)

2. dbra

II. megoldas: A bettizést a 2. abra mutatja. Meg fogjuk kisérelni a
(1) 2-MN=b—c

Osszefiiggés felhasznalasaval a-t szogfiiggvények nélkiil, tisztan a szogek kozotti Osszefiiggések alapjan, meghatarozni.
E célbdl az abrat kiegészitjiik.

Tiikrozziik B-t és M-et f,-ra, igy nyerjik az ABB’ egyenlSszart haromszoget és az M’ pontot. AB' = ¢ és
B'C = b — c. Az egyenl6szari haromszog B-bdl kiindulé magassiga és az eredeti hdromszég m; magassaga azonos,
az egyenlGszari haromszog B’-bdl kiindulé magassiga tehat my-nek f,-ra vonatkozo tiikorképe és igy dtmegy az M’
ponton.

Az eredeti haromszog m. magassagvonala messe BB'-t a D pontban. A DB’M'M idom paralelogramma (mert a
szemkozti oldalai parhuzamosak), ezért MM’ = DB'.

A B’'DC haromszog B-nél fekvo szoge 90° + % (mert kiils§ szoge egy olyan derékszogi haromszognek, melynek
masik hegyesszoge %), a C-nél fekvs szoge az AC1C derékszogi haromszoghdl 90° — «, a D-nél fekvs szoge pedig,

mint merdleges szaru szog, % (90° + % +90° —a+ % = 1800)
(1) akkor teljesiil, ha 2M N = B'D = B'C, vagyis CB'DA egyenlészaru s igy

% —90° — @, amibsl «=60°.

Szabados Jozsef (Bp. IIL., Arpad g. IIL o. t.)
Altalanositdsok:

1. Ha tetszéleges, rogzitett o szdg szaran a C pont mozog, akkor valtozik a B'C = b — c tavolsag és vele egyiitt
valtozik az M és N pont is, de 4llandéan igaz marad, hogy B'D# MM’ = 2M N és a B'DCA csak nagysagra véltozik,
de alakra nem (2. abra). Ez utobbi valtozé haromszdgeknek (csak a-tol fiiggs) szogei tehat allandoak, és igy a B'C' és

B'D oldalak aranya
b—c

OMN 7

ahol k konstans, amig « is az.



A sinus-tétel alapjan

L«
b-c = i 2 vagyis
2MN  sin(90° — )’
L«
b—ec 2 sin ) .

MN - Ccos

h—
Ezzel altalaban bebizonyitottuk, hogy minden « sz6ghoz tartozik egy allandoé k = i ]\f aranyszam. (J elen példaban

e
sin —

2
cos o

k = 2, amib6l kovetkezik, hogy — 1, vagyis o = 60°.)
Weiling Kdroly (Diosgyo6r, Kilian Gy. g. IV. o. t.)
2. Feladatunk tulajdonképpeni altalanositdsa azonban a fenti altalanositasnak megforditasa: adott pozitiv k szém-

h—
hoz meghatarozni az o szoget ugy, hogy M—]\? = k. Tehat tulajdonképpen a

e’
sin — = — cos
2 2

goniometriai egyenlet megoldasarol van sz6. Grafikus abrazolassal kdnnyen meggy&zddhetiink, hogy a-ra mindig van
egy és csakis egy megoldés a (O, g) intervallumban, de az I. megoldasban mutatott tt (cosa =1 — 2sin? %) itt is

@
kovethets, és a sin §—re nyert méasodfoka egyenletnek pozitiv gyoke:

a _ VI4+2k2 -1
2 2k '
Koénnyd megmutatni, hogy ha k& > 0, akkor
V2k2+1-1 2
0<+<§, és igy 0<%<£.



