a) A T-tel valo oszthatosaghoz legalabb 7-ed fokunak kell lennie a polinomnak. Feltehetjiik, hogy a polinomban
egyaltaldn nem fordul el 7-tel oszthatd egyiitthaté, mert az ilyen tagokat mint fentebb is tettiik, elhagyhatjuk.
Feltétel szerint marad tagja a polinomnak. Elég megmutatni, hogy 6-od fokt nem felelhet meg a feltéteteknek, mert
ha mondjuk egy negyedfokt polinom oszthaté volna minden egész = értékre 7-tel anélkiil, hogy volna benne 7-tel
oszthato egyiitthato, akkor a polinom z2-szerese is kielégitené ezt a feltételt és az mar 6-od foku volna. Igy ha 6-od
fokt nem lehet, akkor alacsonyabb foku sem.

Legyen az® +baz® + ca* + da® + ex? + fx + g olyan hatodfoku polinom, melyben a tényleg szerepls egyiitthatok nem
oszthatok 7-tel és a polinom értéke minden egész x értékre oszthaté 7-tel. Ekkor a minden esetre 7-tel nem oszthatd
egész szam, kiilonben a polinom nem volna val6jaban 6-od foka. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen. Ez esetben ugyanis
az x = —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 helyeken is 7-tel oszthat6 volna a polinom értéke,
vagyis a

729a —243b+81lc—27d+9e—-3 f + g,
64a— 32b+16c— 8d+4e—2f+y,

a— b+ c¢c— d+ e— f+g,

9,

a+ b+ c+ d+ e+ f+yg,
64a+ 32b+16c+ 8d+4e+2f+yg,

és 729a+2430+81c+27d+9e+3f+g.

szamok mindegyike is és igy az Osszegiik: 1588 a+ 196¢c+28e++7g=7-(227Ta+28c+4e+ g) — a is 7-tel oszthatd
kell hogy legyen, tehat kiilon « is. Ez azonban lehetetlen a mondottak szerint, tehat nincs hetediknél alacsonyabb foku
polinom, mely eleget tenne a feltételeknek.

b) 12-vel valo oszthatdsaghoz legalabb 4-ed foku polinom sziikséges. Ha volna alacsonyabb foku, azt irhatjuk 3-ad
foktnak, 0 egyiitthatokat is megengedve. Legyen ax® + bxr? + cx + d minden egész z-re 12-vel oszthato, akkor 2 = 0-t
téve d 12-vel oszthato s igy elhagyhat6. Marad x(axz +bx+c). z =1, —1 helyettesitésekkel a + b+ c és —a+b—cis
oszthaté kell, hogy legyen 12-vel, tehat 0sszegiik is kiilonbségiik is, vagyis b és a + ¢ 6-tal oszthaté. Tegyilink x helyett
2-t, akkor a masodik tényez6 4a + 2b + ¢ 6-tal oszthato kell, hogy legyen, tehéat ¢ s igy a is paros, minden egyiitthato
2-vel oszthato, amit éppen kizartunk.

Elég jol oldotta meg: Gacsényi S., Kévari T.

Megjegyzés: A megoldas els6 részében nyertiik, hogy ha x egész, akkor 7|:107 —x = x(mﬁ —1). (Fiiggoleges vonallal
az oszthatosagot szokas jelolni, tehat 7|49 olvasd: 49 oszthato 7-tel. Az ellentétét a vonal athuzasaval jeloljik: 7 1 36
olvasd: 36 nem oszthat6 7-tel.) Ez azonban csak tgy lehet, ha vagy z oszthato 7-tel, vagy 2° — 1, mivel 7 torzsszam.
Igy szétszedve persze csak az allitds masodik fele érdekes: ha z 7-tel nem oszthaté egész szim, akkor x° — 1 mindig
oszthato 7-tel.
FermatEl) vette észre, hogy ilyen Gsszefiiggés minden tOrzsszamra érvényes. Ha p egy tetszdleges tirzsszamot jelent,
a pedig p-vel nem oszthaté szim, akkor mindig pla?~' — 1. Ennek a tételnek sok egyszert bizonyitasa van. Azok
szamaéra, akik ismerik a kéttaguak hatvinyozaséara vonatkozo binomiélis tételt, ajanlunk is egyet. A tétel minden p-vel
nem oszthato a-ra vonatkozik. Ezt a kivételt sem kell tenniink, ha a-val megszorozzuk a jobboldali kifejezést: pla” — a
minden p primszamra és minden a egész szdmra igaz. Miutan most mar minden egész a-ra érvényes tételt nyertiink,
megprobalhatjatok teljes indukcioval bizonyitani a tételt. Sikeriilni is fog, csak a felléps egyiitthatok oszthatosagarol
kell még egy egyszerd tényt bebizonyitani.

1)PIERRE pe FeErmar (1601-1665) francia iigyvéd volt, a toulousi legf6bb birosag tagja. Szabadidejét legszivesebben matematikaval
toltotte. Vizsgalatai, melyeket csak fia kezdett kiadni, FERMAT halala utan 14 évvel, igen sok fontos eredményt tartalmaznak.



